
物理学 (電磁気学) 補習：Gaussの法則 (担当：新田)

0.1 直線上に一様に分布した電荷のつくる
静電場

0.1.1 直接的な方法

電荷分布 �(r)が与えられた場合、Coulombの法則

を一般化した公式

E(r) =
1

4��0

Z
�(r0)(r � r0)

jr� r0j3
d
3r (1)

を用いれば、原理的にはどんな電場でも求めることが

できる。しかし、対称性のある電場の場合、Gaussの

法則を用いて電場を求める方が、はるかに簡単である。

ここでは、比較のために無限に長い直線上に一様に

分布した電荷のつくる静電場を、上の公式から直接求

めてみよう。

直線上に電荷が線密度 �lで一様に分布しているとす

る。このとき、3次元の密度 �(r)は、デルタ関数を用

いて

�(r) = �lÆ(y)Æ(z) (2)

と表すことができる。(2) 式を (1) 式に代入すると、

(jr � r0j =
p
(x� x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)2 などに

注意して)
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3
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(x; y; z � z
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[x2 + y2 + (z � z0)2]3=2
dz
0 (3)

となる。この後の計算は、x; y成分と z成分ではやや

異なる。x成分に関して計算する。x2 + y
2 = R

2と置

き、また z� z
0 = R tan �と変数変換して積分すると、

（dz
0 = (R= cos �)d�に注意）
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=
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=
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を得る。Ey は、x () y なる入れ替えにより Ey =

�ly=2��0R
2 と求まる。また、Ez = 0となることは、

被積分関数が z� z
0に関して奇関数であることから直

ちに言える。(確かめよ。)以上より、

E(r) =
�l

2��0R

�
x

R
;
y

R
; 0
�

(5)

となることが分かる。

なお、N 個の点電荷がつくる静電場を表わす式

E(r) =
1

4��0

NX
i=1

Qi(r� ri)

jr� rij3
(6)

に戻って考えてもよい。この場合、位置 ri にある点

電荷 Qi は、直線上に一様分布した電荷を微小な長さ

dz
0で区切り、それを点電荷として見なす。すなわち、

Qi = �ldz
0とする。

P(x; y; z)

x

y

z

dz
0

�E(Q)

n

Q(0; 0; z0)

図 1:

これに応じて、点電荷の座標は ri ! (0; 0; z0)とな

り、また、(6)式の iに関する和は z
0 に関する積分に

置き換わる：

E(r) =
1

4��0

Z
1

�1

�ldz
0(r� r0)

jr� r0j3
(7)

ただし、r0 = (0; 0; z0)である。後は、(3)式以降の計

算と同じになる。

1



0.1.2 Gaussの法則と対称性を用いる方法

今考えている「直線上に一様に分布した電荷のつく

る静電場」のように、対称性のよい電荷分布のつくる

静電場を求める場合、対称性を利用した考察から電場

の方向を定め、Gaussの法則
I
S

E � dS =
1

�0
(S で囲まれた領域内の総電荷)

=
1

�0

Z
V

�(r)d3r (8)

を用いて電場の大きさを決めるやり方が有効である。

(V は S で囲まれた領域内の空間を表す。)

まず、無限に長い直線を考えているのだから、図 2

で点 Aと点 Bで場が異なる理由が無い。電荷分布は

軸対称だから、x軸、y 軸方向の方角によって値が異

なるはずがない。よって、電場の大きさは軸からの距

離のみの関数である。また、電場の方向は、上下の区

別が無いものでなければならない。したがって、放射

状の方向のみが許される。以上より、次の事が分かる。

電場の方向は、直線を軸とする半径Rの円柱の側面に

対して垂直であり、大きさはその円柱上の全ての点で

等しい。
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図 2:

さて、直線を軸とする高さがH、上下面の半径がR

の円柱を考え、これにGaussの法則 (8)式をあてはめ

てみよう。
I
円柱の表面

E � dS

=

Z
下面

E � dS+

Z
上面

E � dS+

Z
側面

E � dS (9)

円柱の上面と下面の面上に電場の方向はあるから、こ

れらの面の法線ベクトルと電場の内積は 0となる。よっ

て、上式の第 1、2項は 0。一方、側面の法線ベクトル

と電場の方向は平行であるから、
Z
側面

E � dS =

Z
側面

E(R)dS

= E(R)

Z
側面

dS

= E(R)2�RH (10)

となる。また、(8)式の右辺の総電荷は、今の場合 �lH

である。よって

E(R)2�RH =
�lH

�0
) E(R) =

�l

2��0R
(11)

を得る。これは、方向まで含めて表わすと、解 (5)式

に一致する。

0.2 無限に長い円柱内に一様に分布した電
荷のつくる静電場

前節で学んだことを拡張してみよう。
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図 3:

図 3のように、軸を l、半径を aとする無限に長い

円柱内に一様に分布した電荷 (電荷密度を �0 とする)

のつくる静電場を求める。

前節と同様の対称性の議論から、電場は軸からの距

離 Rのみの関数で、その方向は図の �!
QPに等しい。

電場の大きさは、Rの値の範囲によって異なる。

(i) R > aのとき：
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半径 R,高さH の円柱の領域に (8)式を当てはめた

とすると、

(2�RH)E(R) =
1

�0
(�a2H)�0

) E(R) =
a
2
�0

2�0R
(12)

この結果は、0.1.2節の場合と本質的に同じである。

(ii) R < aのとき:

上と同様に計算するが、右辺の領域内の電荷の総量

が変化することに注意。

(2�RH)E(R) =
1

�0
(�R2

H)�0

) E(R) =
�0

2�0
R (13)

(i)(ii)を合わせてグラフを描くと、図 4のようになる。

R > a即ち円柱の外側では、あたかも全電荷が軸にあ

るかのような電場になるが、R < a即ち円柱の内部に

入ると、中心に近づくにつれて電場は弱まる。
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図 4:

0.3 無限に長い円環内に一様に分布した電
荷のつくる静電場

さらに、内径が b、外径が aである、無限に長い円

環状の一様電荷分布がつくる電場を求めてみると、

(i) R > a のとき
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1
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2)H�0
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2
� b
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R
(14)

(ii) a > R > b のとき

(2�RH)E(R) =
1

�0
[�(R2

� b
2)H ]�0

) E(R) =
�0
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(R2
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R
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(iii) R < b のとき

2�RHE(R) =
1

�0
� 0

) E(R) = 0 (16)

以上の結果で b! 0とすれば、前節の円柱の結果に移

行する。(iii)の場合のように、電荷が内部に無ければ、

外部に電荷分布があっても (本問題のような対称性が

ある場合には) 電場は 0になることがある。何故か？

打ち消し合うから。
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