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外サイクロイドの法線の包絡線（縮閉線）
小野田啓子

はじめに
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　右の図のように外サイクロイドの法線の軌跡を描くと，その包絡線は元の外サイクロイドを90度回転させた形と相似である。初めて見たとき，法線の包絡線（＝縮閉線）が相似な形になることや90度回転することに興味をもった。

一般に，曲線の縮閉線は元曲線と相似な形になるとはかぎらない。昨年末，友田先生1)から「サイクロイドの縮閉線（＝法線の包絡線）がサイクロイドであることの簡単な証明」を提示していただいた。2)それを用いると「外サイクロイドの法線の包絡線は外サイクロイドである」…ⅰ)ことを同様に説明できるのではないかと思った。ⅰ)に関しても，同じく友田先

生から証明のアイディアを示していただいた。以下の「３．外サイクロイドの縮閉線」の内容は，外サイクロイドの法線の包絡線について興味をもっていた筆者が，友田先生の示された証明法を自分の理解に基づいて文章化し，自分の疑問に対する解答をまとめたものである。オリジナルな証明は友田先生のレポート3)をご覧いただきたいことを最初に明記しておく。
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１．外サイクロイド
　まず，外サイクロイドを描いておく。

定円の中心をO，半径を1，外サイクロイドの生成円の半径をa とすると，生成円の中心Cは
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となる。次に円C上の点をPとすると，
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θを変えると点Pの軌跡が外サイクロイドである。

２．カージオイド　－接線と法線の描き方－
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　点Pの式中で，生成円の半径
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=１とすると，カージオイドとなる。法線の包絡線を考察するきっかけとなった，カージオイドの接線と法線の簡単な描き方を説明する。

生成円と定円との接点をQとすると，

Q=
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定円の中心Oと生成円の中心Cを結んで，点Q以外の円周との交点をTとすると，

T=
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点O，Q，C，Tは1直線上の点で，線分QTは円Oの直径である。ここで，直線PT，直線PQを引くと，直線PTがカージオイドの接線，直線PQが法線である。

理由は，円Cが円O上を回転しているとき，右図の瞬間，点Pは接点Qを中心にして円運動をしている。したがって，点Pの速度の向き（接線）は円運動の半径QPに垂直な向き，すなわち点Pと直径の端点Tを結んだPTとなり，QPはカージオイドの法線方向となる。

つまり，カージオイド上の点における接線と法線は，定円の中心Oと生成円の中心を結んだ直線OCを引き，生成円との交点T，Qと点Pを結べばよいことが分かる。これは，他の外サイクロイド，内サイクロイドでも同様である。

３．外サイクロイドの縮閉線
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縮閉線と伸開線の定義と性質を述べておく。

	〔定義〕1つの平面曲線の曲率中心の軌跡を原曲線の縮閉線といい，縮閉線に対して原曲線を伸開線という。

〔定理〕伸開線の法線は，その曲率中心においてその縮閉線に接する。　　（新数学辞典　大阪書籍）


　外サイクロイドの縮閉線（＝「法線の包絡線」（＊補足参照））は相似な外サイクロイドであることを，説明してみる。3)
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　定円Oの半径を1，生成円Cの半径をaとしてそのひとつの直径の両端をP，Rとする。生成円が回転したとき，点P，Rが描く外サイクロイドをそれぞれC1，C2とする。定円と生成円の接点Qを通る直径QTを取ると，四角形QPTRは∠Q＝∠T＝∠P＝∠R＝90°だから長方形である。よって，外サイクロイドC１の接線PTは，外サイクロイドC2の法線となり，外サイクロイドC2の接線RTは外サイクロイドC1の法線となり，２つの外サイクロイドは90度向きが回転していることが分かる。

　　次に，外サイクロイドC2とその生成円C′を，定円の中心Oを相似の中心として点Tが点Qに重なるように
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倍に縮小すると右下図のようになる。このとき，外サイクロイドC2の接線はRQとなり，これは外サイクロイドC1の法線と一致する。したがって，外サイクロイドC1の法線の包絡線（＝縮閉線）は，外サイクロイドC2となることが分かる。
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　ちなみに，外サイクロイドC2の生成円C′が回転する定円の半径は
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となる。

【重要な補足】　法線の包絡線が曲率円の中心の軌跡と一致することは，どのように確認できるのか。これに対する直感

的な説明を助言していただきました。（厳密には解析学教科書を参照）
『円周から円の中心を求めるには，円周上の2点から法線を引き，その交点を求めます。したがって，曲率円の中心は，曲線上の無限に近い2点における法線の交点です。これは，まさしく法線の包絡線上の点を表しています。』（友田先生より。そのまま引用させていただきました。）

以上，カージオイドの接線と法線の簡単な引き方を説明するための図から出発して生じた相似な図形（縮閉線）に関する考察。（終）
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