「直角双曲線
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上にある△ABCの垂心は，同じ直角双曲線
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上にある」ことの幾何的な証明
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△ABCの頂点を，直角双曲線
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上に取ります。

頂点A(
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)，C(
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,
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)とすると，計算によって△ABCの垂心Hの座標は(
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)となるので，同じ直角双曲線
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上にあることが分かります。

　きれいな結果であると同時に，何故そうなるのか興味深い問題だと思いました。このことを幾何的に証明することを試みました。

【直角双曲線上の三角形に成り立つ性質】

直角双曲線上に任意の3点A，B，Cを取り，△ABCを作る。
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〔性質ⅰ〕

頂点Aの原点に関して対称な点をD(＝－A)とする。このとき，頂点Bを双曲線上のどこに取っても，直線ACと
[image: image13.wmf]x

軸とのなす角を
[image: image14.wmf]d

とすると，
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が成り立つ。この関係は，他の各頂点と角に対しても同様に成り立つ。

〔証明〕

右の図で，
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軸に垂直な直線
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に関して，点Aと対称な点をA’とすると，【追補】〔直角双曲線の幾何学的性質〕から，

傾き(AB)＝－傾き(BD)

ゆえに，直線ABとBDは直線
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に関して対称な直線より，点A′は直線BD上にある。

よって，
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直線ACと
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軸とのなす角を
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とすると，
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ここで，
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はA，Cが変わらなければ一定となるので，
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点Ｂがどこにあっても，(ⅰ)の関係は右図のように成り立つことが分かる。
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〔性質ⅱ〕
　直角双曲線上にある点Pに対して，
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とするとき，
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(

)

(

H

f

B

f

AC

AC

=

となる点Hが同じ双曲線上に，頂点B以外に1点だけ存在する。このとき〔性質ⅰ〕から，∠BAH＝∠BCH・・・(ⅱ)が成り立つ。

〔証明〕
[image: image51.wmf]x

y

O

B

A

C

D

H

M

L

N

●

 

●

 

×

 

×

 

×

 

頂点Bと点Hに対して，(ⅰ)より「
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」と「∠CBD＝∠CHD」は同値である。

なぜならば，頂点Bと点Hに対して，
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となるが，
[image: image38.wmf]d

2

は点A，Cが変わらなければ一定であるから，

「
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」⇔「∠CBD＝∠CHD」

いま，頂点Bに対して，△BCDの外接円を描くと，双曲線との交点は点B，C，D以外に1個存在する。

この点をHとすると，円周角定理より，
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すなわち，

∠BAC－∠BCA＝∠HAC－∠HCA

ゆえに，

∠BAH＝∠BCH・・・(ⅱ)　　　　　　　　　　　　　　　〔性質の証明終〕

　以上の直角双曲線上の三角形に成り立つ性質をもとに，「直角双曲線上にある△ABCの垂心が同じ直角双曲線上にある」ことを示す。
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〔証明〕　直角双曲線上に頂点がある△ABCにおいて，頂点Aの原点に関して対称な点をD(＝－A)とする。このとき，〔性質ⅱ〕より，△BCDの外接円と双曲線の４つの交点のうち点B，C，D以外の点をHとすると，
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頂点BとCを入れ替えても成り立つので，
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直線AHとBC，直線BHとAC，直線CHとABの交点を，それぞれL，M，Nとする。

②と円周角の定理の逆から，4点A，M，L，Bは同一円周上にある。

よって，円周角定理および①から，

∠BAL＝∠HML＝∠HCL

ゆえに，4点L，C，M，Hは，同一円周上にあり、四角形LCMHの対角の和から，
[image: image44.wmf]p
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また，

△ABL∽△CBN （①より２角相等）

△AHM∽△BHL（②より２角相等）

より，
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④より，
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よって，AL⊥BC，BM⊥AC，④からCN⊥ABであるから，点Hは△ABCの垂心である。

以上から，直角双曲線上にある△ABCに対して，①，②を満たす点Hが同じ双曲線上にただ１つ存在して，点Hは△ABCの垂心であるから，直角双曲線上にある△ABCの垂心は，同じ直角双曲線上にある。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔証明終〕

【追補】上記の（性質ⅰ）の証明で使われている次の〔直角双曲線の幾何学的性質〕を，大阪教育大学附属高等学校池田校舎　友田勝久先生からご教示いただきました。

[image: image53.wmf]x

y

O

P

Q

A

D

〔直角双曲線の幾何学的性質〕
　直角双曲線 xy=k 上にある，原点対称な
2点をA，Dとする。

この双曲線上の2点をP,Qとすれば，
座標で計算すると，

　傾き(PA) = －傾き(PD)

　傾き(QA) = －傾き(QD)

となる。

よって，∠PAQ = ∠PDQ が成り立つ。
さらに，上記の証明に対して，流れを整理して次のような3段階に分けて行う方法を，提案していただきました。了解を得て細部に若干の変更を加えたものを記しておきます。


（予備定理1）

　直角双曲線 x y = k 上にある，原点対称な
2点をA , Dとする。

この双曲線上にA , Dと異なる2点P , Qを
とると

∠PAQ = ∠PDQ が成り立つ。

［証明］

座標で計算すると，

　傾き(PA) = －傾き(PD)

　傾き(QA) = －傾き(QD) 

となるので，結論を得る。

（予備定理2）

　△ABCと点Hがあり，

∠BCH = ∠BAH　・・・①
∠CBH = ∠CAH　・・・②
が成り立つとき，点Hは△ABCの垂心である。

［証明］

直線AH，BH，CHがそれぞれ対辺と交わる点をL，M，Nとする。

　②より，４点A，B，L，Mは同一円周上にある。よって，

∠BML = ∠BAL = ∠BAH
これと①より，


∠BML = ∠BCH
よって，４点L，C，M，Hは同一円周上にあり，

∠BMC + ∠ALC = 180°・・・③

一方，円周角定理より

∠AMB= ∠ALB 
であるから，


∠BMC = ∠ALC  ・・・④
③④より，

∠BMC = ∠ALC = 90°
以上より，点Hは△ABCの垂心である。

直角双曲線上に頂点を持つ△ABCの垂心は，同じ双曲線上にある。

［証明］

　双曲線の中心に対する点Aの対称点をDとし，△DBCの外接円と双曲線の４つの交点のうち，D , B , Cと異なるものをHとする。

　このとき，（予備定理1）と円周角定理より，

∠BAH = ∠BDH = ∠BCH

∠CAH = ∠CDH = ∠CBH

  よって，（予備定理2）より，点Hは△ABCの垂心である。

大教大附高池田校舎友田勝久先生には，直角双曲線の幾何学的性質に関すること，および証明を見通しのよいものにするための数々の貴重なご助言をいただきました。この場をお借りいたしまして，心から感謝を申し上げます。ありがとうございました。

　今回，直角双曲線と三角形の垂心の関係について考えてみたことで，双曲線上の点がもつ興味深い角度の関係を知ることが出来ました。大変大きな収穫でした。まだまだ，隠されている性質があるような気がします。双曲線や垂心は，授業で取り上げられる機会が少ない題材ですが，こうしたきれいな性質にふれる機会をぜひ持ちたいと思いました。

（2007.1　2008.3.3改訂　聖徳中高　小野田　啓子）
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